Probabilidad

En este capitulo se introduce el concepto de la probabilidad, necesaria para la compresion
de temas a desarrollar en capitulos posteriores. Se comienza con el enfoque probabilistico clasi-
co, se sigue con desarrollos algebraicos, para llegar a los teoremas basicos, vinculantes de los in-
dices clinicos entre si. La mayoria de los conceptos cientificos tienen un significado exacto como
las cantidades fisicas; en cambio, la probabilidad es a menudo asociada con un concepto vago de
casualidad, incertidumbre o azar. Muchas veces esta ignorancia oculta la verdadera naturaleza
matematica de la teoria de las probabilidades, como una disciplina cientifica mas. Una ciencia
exacta con conclusiones obtenidas por la ldgica, partiendo de axiomas y principios basicos y con
muchas ramificaciones de uso extendido en la practica. Sin embargo debe dejarse muy en claro
que la incertidumbre, es una palabra usada para disimular la ignorancia que se tiene acerca de las
multiples causas que pueden ocasionar un efecto. Y que el azar, o la probabilidad es una forma
de cuantificar dicha incertidumbre.

5.1 Introduccion

J. J. Bernoulli fue el primero en estudiar este tema en forma sistematica con un enfoque
cientifico. Observando los resultados del lanzamiento de una moneda un nimero grande de ve-
ces, notd que el nimero de caras y secas tendia a igualarse. Es decir, que la frecuencia relativa de
la obtencion de caras se acercaba mas al numero de secas, cuanto mayor era el nimero de lanza-
mientos. O bien, ambas frecuencias relativas se parecian cada vez mas a 0,5. Otro tanto le ocurria
en el lanzamiento de dados: la frecuencia relativa de un as tendia a 1/6. Repitié una y otra vez es-
te tipo de experimentos con monedas, dados y cartas, y siempre llegaba a la misma conclusion.
Imagin6 haber encontrado un fendmeno mas general y asi dio comienzo la teoria de probabilida-
des. Sus resultados teoricos se corresponden razonablemente con la realidad. Sin embargo, debe
marcarse siempre una clara distincion entre los resultados empiricos y los tedricos. El uso co-
menzo6 en la teoria de juegos de azar, en los albores del siglo XVII, y gracias a estos se hizo po-
pular entre los “gedmetras” de aquel entonces. Hoy se la emplea en el campo de los seguros, con-
trol de calidad, genética, investigacion operativa, mecanica estadistica y muchos maés.

Probabilidad teorica: La probabilidad de ocurrencia de un suceso A se define como el
cociente entre el numero esperado de veces que ocurra un suceso

N4 y el numero total de casos posibles N

P(4)= N,/ N



Bioestadistica aplicada a Bioquimica y Farmacia 52
J.C. Azzimonti Renzo: arroi_pss@ciudad.com.ar

Esta definicion primaria de probabilidad se calcula en forma teérica. Por ejemplo, una
moneda tiene dos caras ( N = 2) y una sola de ellas es cara (N cara = 1), o sea que la probabili-
dad de sacar una cara en un lanzamiento, tedricamente es P (sacar cara) = 1/2. Por otra parte, se
puede calcular la probabilidad a partir de experimentos, como por ejemplo tirar la moneda para
ver si en efecto hay una proporcion 0,5 de obtener cara. Esta nocion se define como:

Probabilidad empirica: La probabilidad empirica de ocurrencia de un suceso A es igual a su
frecuencia relativa (Fry). O sea, el cociente entre el numero de veces
en que ocurrio el suceso A (F4) y el numero total de experimentos (Ft).

FI'A = FA / Ft

La relacion entre ambas, fue descripta por Bernoulli en su “Ley empirica del azar” de su
famoso libro Ars Conjectandi publicado en 1713 donde se dice: “Si la probabilidad de un suceso
es p y se realiza un nimero muy grande N de pruebas, el cociente entre el nimero de casos favo-
rables obtenidos y el nimero total de pruebas llega a diferir de p en tan poco como se quiera, con
tal de tomar a N lo suficientemente grande.” Esto es:

Fry p (si N es grande)

Sin embargo, fue Laplace en su “Teoria Analitica de Probabilidades™ (1812) quien le dio
una forma mads rigurosa definiendo la diferencia en valor absoluto entre ambas probabilidades
como menor o igual a un cierto valor positivo €, haciendo a este tan pequeflo como se quiera.

|FrA -P(4) | < €
o0 sea:

Fry ——— P(4)
N _, o
Naturalmente, como un experimento real nunca puede llegar a tener lugar infinitas veces, no se
usa la definicion clasica de limites sino una aproximacion del tipo
Fry - P(4) (si N es lo suficientemente grande)
Laplace introdujo dos conceptos nuevos en la definicion de la probabilidad teorica:

Principio de equiprobabilidad: todos los casos deben tener igual probabilidad de ocurrencia.

Principio de razon suficiente: mientras nada haga sospechar lo contrario, se debe suponer que
todos los casos son igualmente probables.

Agregando estos dos principios se completa la definicion clésica de probabilidad. En los casos de
un dado cargado, una moneda mal balanceada, y otros analogos, no se puede aplicar la definicién
porque los casos ya no tienen la misma probabilidad. Hay otros casos: por ejemplo, suponiendo
un dado tal que tiene dos ases pintados en sus caras pues le falta el nimero 4, alli habria cinco
casos posibles en lugar de seis. Pero si el dado estd bien construido la definicion se sigue cum-
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pliendo, pues en tal dado todavia hay seis caras con igual probabilidad de ocurrencia y la proba-
bilidad de sacar un as seria 2/6 (2 caras que tienen un as, sobre 6 caras posibles). Mientras que la
de sacar 4 seria nula y las demas de 1/6.

CUADRO 5.1 Ejemplos de aplicacion

1) De la poblacion de pacientes de un laboratorio se eligieron N = 1000 personas al azar, y se
encontron que 38 de ellas padecian de hipoglucemia. Calcular la probabilidad de que si se
escoge un paciente al azar este padezca la enfermedad.

Frecuencia empirica = TE / N = 0,038 = probabilidad teodrica = prevalencia

2) Al realizar una comprobacion de los valores predichos por la CPK, se encontrd que 64 de
ellos fueron mal clasificados como positivos y 36 como falsos negativos, del total de 400 his-
torias clinicas analizadas. Calcular la probabilidad de acertar en el pronodstico.

Frecuencia empirica de aciertos = (vp + vn)/ N = (400 — 64 — 36)/ 400 = 0,75 -> eficiencia
3) En un curso de Bioestadistica hay 30 alumnos, 10 de la carrera de Bioquimica, 15 de Far-

macia y 5 de Enfermeria. EI 70% del total son mujeres y el resto varones. Se escoge uno al
azar; hallar la probabilidad de que sea de la carrera de:

a) Bioquimica P(B)=10/30=1/3=0,333
b) Farmacia P(F)=15/30 =1/2 =0,5
¢) Enfermeria P(E)y= 5/30 =1/6 =0,167

d) (Cual sera la cantidad de mujeres M?
P (Mujer)=0,7 = M/N= M/30 Porlotanto M = 0,7. 30 = 21 mujeres

2) En una farmacia ingresan en promedio 60 clientes por dia y hacen compras por $ 420. Si
se sabe que el 30% se van sin comprar nada. ;Cuanto vale el gasto per capita promedio?

La probabilidad de que un cliente compre es del 70%. O sea 0,7 = compradores / total.
Luego el numero de compradores diarios en promedio es: 42 clientes = 0,7 . 60, entonces si
el ingreso diario es de $ 420, el gasto per capita sera: § 420/ 42 clientes = $10 por cliente.

Aparecieron mas enfoques: Von Mises propuso la nocidon de “colectivo” para evitar el de-
fecto de la nocion clasica: ;como se puede estar seguro en la realidad que todos los casos son
equiprobables? Muchos piensan que el principio de razén suficiente es una forma de cerrar los
ojos, porque lo correcto seria hacer un experimento para asegurarse de la equiprobabilidad. Este
autor propuso considerar una sucesion infinita de sucesos: S1, S2 ... dentro de los cuales se veri-
fica cierto atributo A, tomando el cociente entre el numero de veces que se da A y el total, se tie-
ne un valor que tiende a P (A) dentro de un colectivo de sucesos. Esta propuesta no tuvo dema-
siado éxito, comparada con la de Kolgomoroff (1933), que planted un acercamiento axiomdtico
a la nocidn abstracta de probabilidad y el desarrollo de la teoria como una disciplina matematica
basada en la teoria de mediciones.
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Hay otro tipo de probabilidades como la llamada probabilidad subjetiva o intuitiva que es
una cierta evaluacion personal de la probabilidad, en lugar de ser tedrica o experimental. Por
ejemplo, si se desea opinar acerca de la probabilidad de Iluvia el dia de mafana, cada uno puede
emitir una opinion, como 0,9 si hoy estd nublado y no aparece el sol, o bien 0,1 si se esta en el
medio de una magnifica temporada estival. En Medicina, el uso de esta clase de probabilidades
se hace cuando el clinico asigna un valor subjetivo de probabilidad a un paciente que estd eva-
luando, la llamada probabilidad Pre-test, y mediante un calculo obtiene la probabilidad Post-test
para evaluar si le conviene hacerle el test al paciente o no. Notar que la misma pregunta puede
ser contestada de manera diferente por una misma persona, de acuerdo al momento en que se le
haga. Ademas, diferentes individuos daran diferentes valores subjetivos de probabilidad. Las en-
cuestas de opinion calculan la frecuencia de las respuestas obtenidas, a preguntas subjetivas, para
conformar técnicas de mercadeo, propaganda, etc.

Hasta ahora, se han planteado casos con N de tamafo finito, pero si se trabaja con las
probabilidades de encontrar un punto en una recta donde cualquier segmento de la misma tendra
infinitos puntos posibles, las definiciones vistas ya no sirven. Si por ejemplo el suceso 4 (unos
pocos centimetros) ocurre dentro de una recta de 3 metros, el cociente dado por la formula clési-
ca seria una razon irresoluble de infinitos. Por eso se desarrollo el concepto de la probabilidad
geométrica, como la razon entre el espacio o tiempo, ocupado por los sucesos 4, y el total. Como
ser, si se sabe que el suceso dura 20 s, la probabilidad que ocurra en la hora siguiente se puede
obtener con: 20 s / 3600 s = 1/180.

En sintesis, la nocion de probabilidad tiene cuatro acepciones basicas:

1) Clasica (tedrica con casos equiprobables)

2) Empirica (practica con la frecuencia relativa)
3) Intuitiva (creencias o mediciones subjetivas)
4) Axiomatica (modelo matematico)

5.2 Concepto de particion.

Para desarrollar un modelo matematico conviene empezar con la teoria de conjuntos, re-
pasar los conceptos basicos, y luego formular axiomas que permitan definir la nocién de probabi-
lidad en forma mas precisa. Con los axiomas y ciertas reglas de comportamiento interno se puede
definir un algebra, dentro de un espacio de probabilidades (Algebra de Boole). A partir de alli se
deducen ciertas propiedades interesantes para poder demostrar teoremas como el de Bayes, de
uso extendido en el campo del diagndstico clinico. En cambio, cuando los resultados posibles no
son finitos se requerird de un algebra especial (G-algebra), pero este caso escapa a los contenidos
planeados para el presente trabajo.

Las nociones basicas de la teoria de conjuntos fueron vistas en asignaturas anteriores de-
ntro de las matematicas. Sin embargo, para quien desee repasar estos conceptos se le sugiere ver
el Apéndice 1 al final de este capitulo. Analogamente en el Apéndice 2, para repasar la teoria del
calculo combinatorio que se necesita para la obtencion del nimero total de casos, o bien para
calcular el nimero de casos favorables de ocurrencia del suceso A. Lo que interesa por ahora es
recordar como se llega al concepto de particion, cuyo uso se vio en las Tablas 1.1 a 1.3
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Sean n conjuntos Cj, C,, C3, ..., Cn pertenecientes al universo , se dice que:

1. La union de todos ellos pertenece al universo y en el caso particular que resulten

ser iguales, se los llama colectivamente exhaustivos.
n

u i C @

i=1
Por ejemplo, si cada marca comercial que se vende en una farmacia es un conjunto Ci, entonces
el conjunto de todas las marcas existentes en la misma serd el conjunto universo, detallado en el
listado completo del stock actualizado.

2. Son mutuamente excluyentes, cuando se excluyen entre si todos los pares posibles, o sea
Cin (G =0 Vi#j

El conjunto de medicamentos fabricado por los Laboratorios Roché: Ci, no tiene ningin elemen-
to en comun con el conjunto de los fabricados por Bayer: Cj. Por lo que son excluyentes entre si.

3. Forman una particion del universo cuando estos conjuntos son a la vez: mutuamente exclu-
yentes y colectivamente exhaustivos. Esto se puede denotar asi: los Ci particionan a § si se
cumplen las dos condiciones siguientes:

Cin G =0 Viz#j

N Particion de

Si se clasifica a la poblacion en: Sanos y Enfermos de una cierta dolencia, se tiene una particion
de la misma, pues cada individuo de esta puede estar sano o enfermo unicamente y, ademas, la
unidn de sanos y enfermos conforman todos los casos posibles. Lo mismo ocurre si se clasifica a
la poblacién en Positivos y Negativos. Asi los cuatro casos posibles en la Tabla de la verdad con-
forman una particion del universo de pacientes.

4. Particionan al conjunto A cuando a la vez son mutuamente excluyentes y colectivamente ex-
haustivos, dentro de A. Esto es, los Ci particionan a A si se cumplen:

Ci n G Nn A= QD V i#]
Particion de A

n

ulCioA

y=1

Si se toma el subconjunto: enfermos de gripe de la poblacion de Posadas. Este se puede particio-
nar con la condicion de: Medicado — No medicado, pues ambos casos son mutuamente excluyen-
tes entre si y colectivamente exhaustivos para el conjunto de engripados. El conjunto de resulta-
dos positivos esta particionado por los dos conjuntos: Sano y Enfermo, lo mismo que el conjunto
de resultados negativos. Estos cuatro casos se visualizan mejor en el Grafico 5.1 siguiente:
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Grafico 5.1: Diagramas de Venn para el concepto de particion
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5.3 Modelo Axiomatico

Para desarrollar un modelo axiomatico de probabilidad conviene definir primero una serie
de conceptos, para poder usar un idioma comun.

. Elemento. es uno de los resultados posibles de la prueba clinica o experimento. A veces se lo
llama dato o resultado. Tiene el mismo significado que el visto en teoria de conjuntos.

. Suceso: es un conjunto de resultados obtenidos en una serie de pruebas. Se denomina también
acontecimiento, evento o muestra (en el sentido estadistico del término).

. Suceso imposible: cuando se sabe que no puede ocurrir, se lo denota con 0.
. Suceso seguro: cuando se tiene la certeza que ocurrird, se lo denota con S.
. Suceso elemental: estd compuesto por un solo elemento, o sea, una muestra simple.

. Tamario: el tamafio de un suceso es la cantidad de sus elementos componentes. Equivale al con-
cepto ya visto de tamafio muestral.

. Espacio Muestral: esta formado por el conjunto de todos los resultados posibles del experimen-
to. Se lo llama también: espacio de probabilidad. Se corresponde con el suceso seguro.

La tarea fundamental a la que se dedica el bioquimico es efectuar analisis de laboratorio
para ayudar a efectuar un diagnostico correcto en los pacientes. Sea el caso de una enfermedad
cualquiera, como ser el SIDA, empleando diversas técnicas de laboratorio, junto con revisiones
corporales del paciente, se puede llegar a uno de dos diagnosticos:
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A: luego de efectuarle todos los estudios se concluye que el paciente estd infectado;
B: luego de efectuarle todos los estudios se concluye que el paciente no esta infectado.

Esos dos serian los resultados posibles o sucesos, no importa el camino seguido para rea-
lizar tal diagnostico. Habra un conjunto de andlisis diferentes, en la bateria de analisis, los resul-
tados finales seran 4 o B. Es evidente que si se hace el estudio y se observa paso a paso el cami-
no seguido, se podra determinar la serie de evidencias que condujeron al diagnostico final. O sea,
se podré verificar uno de los dos sucesos. Ahora bien, es imposible que ocurran ambos sucesos a
la vez, esto es A y B debe ser igual al suceso 0. Pero es seguro que ocurrira uno de ambos, en-
tonces 4 o B coincide con S. Por su parte, el complemento de 4 es B y viceversa. Analogamente,
un cliente que entra a la farmacia puede hacer dos cosas: comprar algo (4) o no comprar (B). En
resumen:

Un conjunto de sucesos observables que presenta una estructura de Algebra de Boole
para las leyes de composicion interna: conjuncion, interseccion y complemento, se la denomina
Algebra de Sucesos.

A su vez, un Algebra de Sucesos siempre puede ser representada por un Algebra de Conjuntos
que es isomorfa a ella. En particular, tomando el conjunto de los numeros reales R, se puede de-
finir una aplicacion P del Algebra de Sucesos W sobre tal conjunto, P: ¥ — R como una proba-
bilidad si cumple los tres axiomas siguientes:

1. La probabilidad de que ocurra un suceso A4 es siempre positiva o nula
PA) =0
2. La probabilidad de que ocurra el suceso seguro es una certeza y vale 1

P(@S) =1

3. Si dos sucesos son excluyentes, la probabilidad de su union es igual a la suma de sus probabi-
lidades individuales

P(AUB)=P(4) +P(B) © ANB=0

Definicion: sea un conjunto de sucesos que definen un espacio muestral S; la probabilidad de
ocurrencia de un suceso A perteneciente al mismo es un numero adimensional que cumple con
los tres axiomas anteriores.

Debe destacarse que no se ha hecho mencion en la definicion de la probabilidad axioma-
tica a la manera en que se obtendra la cantidad P (4). Se puede usar una forma intuitiva de valo-
rarla, o realizar un experimento para medir la empirica, o bien, hacer deducciones tedricas para
su calculo. Todas las maneras son igualmente validas para este enfoque algebraico. La mejor
aproximacion a la realidad que se obtenga dependerd del modo de calcularla, y no del modelo
matematico usado. Mediante este modelo axiomatico o algebraico se pueden traducir a simbolos
las relaciones entre acontecimientos para ver la aplicabilidad de los conceptos tedricos en la vida
real. La idea central es que todo modelo estadistico debe cefiirse a la realidad lo més posible y no
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a la inversa. El peligro fue advertido por Einstein cuando afirm6 “... los cientificos suelen ver la
realidad a través de los anteojos que les pone la teoria en la que creen...”.

Para analizar la consistencia entre probabilidad y frecuencia relativa se pueden ver:

. Cuando se tenga la certeza que ocurrird un resultado al hacer una prueba, entonces en todos los
casos se verificara la ocurrencia del suceso en cuestion. Por lo tanto, la frecuencia de casos favo-
rables coincidira con la frecuencia total, y asi la frecuencia relativa sera la unidad.

Fr, = F,/ Ft =1 =P(4)=P(S)

. Cuando se tenga la certeza que nunca ocurrird un resultado al hacer una prueba, entonces el
numero de casos favorables sera nulo, y asi anulara la frecuencia relativa.

Fr, = F,/ Ft =0 = P(4)= P (0)

De los dos puntos anteriores se deducen de inmediato los dos valores extremos de frecuencia re-
lativa o probabilidad.

0<Fry=PU) < 1

Cuando dos sucesos se excluyan mutuamente, la frecuencia relativa de ambos ocurriendo simul-
taneamente sera nula (F45=0), y por lo tanto:

Ferg :(FA+FB+FAB) / Ft :(FA/ Ft)+(FB/ Ft)=FrA +FI'B zP(AKJB)

Con los tres puntos anteriores se puede denotar la consistencia entre el modelo teorico de la pro-
babilidad axiomatica y las probabilidades empiricas relacionadas. El simbolo = fue usado en el
sentido de la ley empirica de Bernoulli.

5.3.1 Propiedades derivadas

Al desarrollar los tres axiomas anteriores, deduciendo propiedades a partir de ellos, se va
armando la teoria de probabilidades.

1) Inclusion de sucesos entre si:
si A c B entonces P (4) <P (B)

Lo que se demuestra con B=4 U ( BV A )y como estos dos conjuntos no tienen elementos
comunes, se les puede aplicar el axioma 3, asi: P (B)=P (4) + P(BV A). Y como toda proba-
bilidad es siempre positiva o nula, se deduce que la P (B) es siempre mayor, o a lo sumo igual
que la P (A4). Por ejemplo, el conjunto A4 (10 personas) de los internados por fracturas en un pabe-
116n del hospital, es un subconjunto (B) de todos los internados que hay en el mismo (20 perso-
nas), y por lo tanto P (4) <P (B). Si en el hospital hay 100 internados en total se pueden estimar:
P (4) = 10/100 = 0,1 <P (B) =20/100 = 0.2 con lo que se muestra esta propiedad de inclusion
que tienen los subconjuntos.
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2) Union de varios sucesos excluyentes:
n

P(u Ci )= P(C)) + P(C)) + P(C3) +... + P (Ch) & CNC=0 Vi#]
i=1

Para demostrarlo basta hacer substituciones, se toman los n-1 conjuntos C;...C, y a su union se
la llama B, asi quedan dos conjuntos el C; y el B a los que se le puede aplicar el axioma 3, resul-
tando la suma de sus respectivas probabilidades. Luego a B se le descompone en C; y el resto R,
y se hace lo mismo. Asi queda la suma de las probabilidades de los dos primeros conjuntos mas
la de la union del resto. Procediendo andlogamente se llega a demostrar la propiedad anterior. Por
ejemplo, sean los cuatro sucesos posibles al efectuar un diagnoéstico:

VP: verdadero positivo  FP: falso positivo VN: verdadero negativo FN: falso negativo
Como los sucesos son mutuamente excluyentes entre si, su uniéon equivale al universo, entonces:
P(u Ci )= P(VP) + P(FP) + P(VN) +P (FN) =P (S)=1
3) Sucesos complementarios:

P(A)=1-P(A)

Sean dos sucesos complementarios 4 y A, su unidn es el universo y su interseccion es el conjunto
vacio, o sea, son excluyentes entre si, por lo que se le puede aplicar los axiomas 1 y 3

P(AUA)=P(S)=1=P(A)+P(A)

De donde se deduce de inmediato la propiedad anterior. Por ejemplo, la probabilidad de estar sa-
no sera igual a uno menos la prevalencia, y la probabilidad de resultar positivo sera igual a uno
menos la probabilidad de resultar negativo. Por ejemplo, la prevalencia de una enfermedad en la
poblacién se calcula como el cociente entre el nimero de enfermos y el total de individuos que
componen la poblacion: p = TE / N. El complemento de esta probabilidad sera q =1 — p, la cual
se calculacon: q=1—-(TE/N)=(N-TE)/N=TS/N. O sea la probabilidad de estar sano.

En el caso de complementos relativos hay otra propiedad expresada por:
P(BVA)=P(BNn A)=P(B)-P(BnA)

De la figura se puede ver que el conjunto B estd formado
por dos conjuntos excluyentes, tales que: Grafico 5.2

(BNA)N (BNA) =10
El complemento relativo y la interseccion a su vez son

(BNhA)U (BNnA)=B8B

Se aplica el axioma 3 y resulta
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P(Bn Z)+ P(BnA)=P(B) luego es : P(B N Z)= P(B)-P(BnA)

Por ejemplo, sea A el conjunto de todas las embarazadas que concurren al hospital, luego su
complemento sera el conjunto de todas las mujeres que no estan embarazadas que concurren al
hospital. Sea B el conjunto de todas las personas que vienen al hospital a tratarse de enfermeda-
des venéreas. Entonces, el complemento relativo P(BV 4 )= P(B N A ) es la probabilidad de
encontrar un mujer que concurra por una enfermedad venérea y que no esté embarazada.

4) Union de dos sucesos cualesquiera:

Sean dos sucesos A y B, pertenecientes al espacio de probabilidades §; la probabilidad de la
unioén de ambos es la suma de sus probabilidades individuales, menos la de su interseccion.

P(AUB)=P(A)+P(B)- P(ANB)

Esto es una generalizacion del axioma 3, al caso general, cuando los conjuntos no son excluyen-
tes, como en la figura del Grafico 5.2 anterior. Puede verse que el suceso (4 U B) es la union de
tres sucesos mutuamente excluyentes entre si, a saber, la interseccion entre ambos y los dos com-
plementos relativos. O sea,

(ANB)N(BNA)N (AN B)=0

(ANB)YU(BNA)U (AN B)=(AUB)

Aplicado el axioma 3 generalizado, resulta:

P(ANB)+P(B N A)+P(A N B)=P(AUB) Reemplazando resulta:
P(ANB)+{P(B)-P(ANB)} +{P(A)-P(ANB)}=P(AUB) O sea,

P(B)+ P(A)-P(ANnB)=P(AUB)

Usando el mismo ejemplo anterior seria: P ( A U B ) la probabilidad del conjunto formado por
mujeres embarazadas o que tengan enfermedades venéreas, la que sera igual a la suma de la pro-
babilidad de que una mujer estd embarazada P ( A ), mas la probabilidad de que una mujer tenga
una enfermedad venérea P ( B ), menos la probabilidad del conjunto formado por las mujeres
embarazadas y con enfermedades venéreas P(A4 N B).

5) Particiones de sucesos:

Sean n sucesos pertenecientes al mismo espacio muestral S, tales que particionan al suceso 4

(ver Grafico 5.2), entonces se cumple que:
(CinCG)NnA=0 YV i#]

i=1 i=1

P(A)=nzP(AnCi) @\u Ci>A



Bioestadistica aplicada a Bioquimica y Farmacia 5-11
J.C. Azzimonti Renzo: arroi_pss@ciudad.com.ar

Si se piensa que el suceso A4 esta particionado por los Ci, entonces queda dividido en n pedazos
del tipo: (A N Ci ), que son sucesos mutuamente excluyentes entre si y, a su vez, su union total
debe ser igual al suceso 4; entonces aplicando el axioma 3 generalizado se demuestra la expre-
sion anterior. Por ejemplo, el suceso A resultar positivo estd particionado por los sucesos Cy: sa-
no y C: enfermo. Entonces:

P(A)=XP(ANCi)=P(ANC;)+P(ANCy)=P(FP)+P(VP)= (fp/N) + (vp/N) = TP/N
6) Conteo de resultados:

Sea una prueba clinica con un total de N resultados posibles C;,C; ...C, que forman el espacio
muestral §. Entonces cada experimento tendra una probabilidad individual dada por P (Ci ). Sea
R un suceso cualquiera formado por » resultados, entonces puede ser escrito con:

T

R=0U Ci Ydealliresulta P(R)=2 P(Ci) por la propiedad anterior.

i=1 i=1

Extendiendo el caso al universo § al tomar todos los resultados posibles sera:

N
P(S)=3 PCi)=1
i=1

Para el caso particular de resultados igualmente probables la expresion se reduce a:
P(C;)=P(C;)=P(C;)= ... =P(Cn )= 1/N
7) Conclusion:

De las expresiones del punto anterior se sabe que la P ( R ) es la suma de las probabilidades de
cada uno de los resultados que verifican R, y si estos a su vez son equiprobables resulta:

P(R)=r2 P(Ci)= (I/N)+ (I/N)+ ...+ (I/N)= Ne/N=r/N
i=1 S T

r vEecCces

0 sea,
P(R) = Ne /N

Entonces, la probabilidad P ( R ) de un evento cualquiera R es igual al nimero N&, de elemen-
tos de R, dividido por el niimero total de elementos N. Lo que se parece mucho a la definicién
clasica de probabilidad; sin embargo existe una diferencia fundamental:

. En el enfoque de la probabilidad axiomatica, la equiprobabilidad es un supuesto usado para es-
tablecer las probabilidades de los resultados de un experimento cualquiera.

. En el enfoque de la probabilidad clasica, la equiprobabilidad es una conclusion logica y es usa-
da de hecho para definir a la misma.
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5.3.2 Aplicaciones

a) Si se lanza una moneda al aire, los resultados posibles son cara y seca, ambos con una probabi-
lidad igual a 0,5. O sea, cumplen las condiciones anteriores. Ahora, si se lanza la misma moneda
dos veces al aire, los casos posibles son § { cc, cs, sc, ss } o sea, 4 casos igualmente probables,
cada uno con un valor de probabilidad de 4 . Un evento cualquiera como por ejemplo, R { obte-
ner una seca en el primer lanzamiento } = { sc, ss } que tendra un valor de probabilidad dado por
P(R)="+"% =% = Nr / N=2/4.

b) Si se lanza un dado al aire, hay seis resultados posibles, equiprobables (P = 1/6). Pero si se
lanza el mismo dado dos veces, ahora el espacio muestral estara formado por 36 elementos (re-
sultados posibles) S { (1,1) (1,2) (1,3) .... (6,5) (6,6) }todos igualmente probables (P = 1/36) Un
evento cualquiera R {(3,3) (3,4) (4,3) }tendra una probabilidad P (R ) = 3/36 = 1/12. Otro suce-
so M {obtener dos ases }= { (1,1) } tendra P (M) = 1/36.

¢) Se lanza una moneda cargada al aire donde la probabilidad de cara p = 1/3 y la de seca q = 2/3
entonces se cumple p +q=1. Ahora se la lanza de nuevo y se genera un espacio muestral dado
por S {cc,cs,sc,ss},con P(cc)=p” ;P(sc)=P(cs)=p.q y P(ss)=q". Se cumple que P
(S)=p°+p.gq+qp+q =(p+tq)® = 1. Lo anterior se cumple pues la ocurrencia de un resultado
no incide en el siguiente ni es influenciado por el anterior.

d) Se efectiia un diagndstico a partir de los analisis clinicos del paciente los resultados posibles
son (+) con una probabilidad p y (-) con una probabilidad q. Se cumple la relacion p + q = 1 pues
p=TP/N y q=TN/N, dealli p+q=(TP+ TN) /N = 1. Se efectia otro diagnostico a otro pa-
ciente, las probabilidades p y q se mantienen iguales y constantes y el espacio muestral formado
por este segundo casoes § { (++) (+-) (- +) (- -) } con probabilidades analogas a las del caso
anterior. (TP: total de Positivos ; TN : Total de Negativos)

e) Ocurre un nacimiento, la probabilidad que sea varon es igual a la de mujer y vale 0,5. Si son
mellizos hay cuatro casos posibles, en forma anéloga al ejemplo (a) de mas arriba.

f) En un concurso para auxiliar de la catedra de Bioestadistica se presentan 3 candidatas. La pri-
mera: A por ser profesional tiene dos veces mas posibilidades de ganar que una alumna avanzada
B. Y esta a su vez el triple de ganarle a C que es de otra carrera. Se pide calcular las respectivas
posibilidades de ganar y la probabilidad de que 4 no gane.

Si P(C)=p entonces P(B)=3P(C)=3py PA)=2PB)=6p

El suceso seguro es que alguna de las tres va a ganar: 1 =P(4) +P(B) +P(C)=6p+2p+p=9p
Y no es posible que gane mas de una, por lo tanto los tres sucesos son mutuamente excluyentes.

De donde se obtiene p = 1/9 y con eso se pueden obtener: P(4)=6/9 ; P(B)=2/9 y P(C)=1/9
La probabilidad de que no gane 4 es igual a la de que ganen B o C. Esto es:

P(A)=1-PA)=1-6/9 =3/9=1/3 =P (B~ C)=P(B) +P(C)=2/9+ 1/9
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g) Se fabrica un medicamento con 11,9 g de sulfato ferroso (SO4Fe . 7 H,O) en 100 ml. y el re-
sto excipientes como sacarosa, sorbitol y acido citrico con agua triple destilada. Las normas esta-
blecen una tolerancia para el sulfato de + 2,1 g/100ml, junto con otras especificaciones para los
demas componentes. El farmacéutico a cargo del control de calidad sabe, por su larga experien-
cia, que el 1% de lo producido se rechaza por superar el limite y el 2% por no llegar al valor mi-
nimo en el caso del sulfato. Ademas, un 4% se rechaza por no cumplir las restantes especifica-
ciones. Si tiene que inspeccionar 10.000 unidades: ;cudl sera el numero total de unidades que es-
pera aceptar? Sea el esquema siguiente:

S lote de 10.000 unidades fabricadas
A: unidades rechazadas por sobrepasar limite de sulfato
B: unidades rechazadas por no llegar al limite de sulfato

R: unidades rechazadas N Al
X: unidades aceptadas = R R ‘
C: unidades rechazadas por otras causas @
R=CuU (B NR)U (AN R) (sombreado)

P()?) =1-PX)=1-PAUB uC)=1-{PA)+PB)+P(C)-PANC)-P(BNC)}
P(X)=1-{PA)-PANC)}-{PB)-PBNC)}-PC)

P(X)=1-{PA4 NnC) }-{PB)-P(BNC}-PO)

De los datos del problema surgen:

P (C)=4%=0,04 PA N C) =1%=001 PB N C)=2%=0,02

Deallies P(X)= 1-0,01-0,02-0,04=0,93. O sea un 93% de unidades aceptadas, lo que sig-

nifica N. X =9.300 unidades aceptadas.

5.3.3 Indices clinicos como probabilidades

Sean los cuatro sucesos posibles al efectuar un diagnostico:

Tabla 5.1: Eventos posibles al realizar un diagndstico o Tabla de diagnostico

Diagnostico verificado
Test clinico Enfermo: C; Sano: C; Total
(+) VP: verdadero positivo | FP : falso positivo TP : de Positivos
(-) FN : falso negativo | VNV : verdadero negativo | TN : de Negativos

Total TE : Total Enfermos TS: Total Sanos N : Total pacientes
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La Tabla 5.1 es un Diagrama de Venn, donde los sucesos sano (C> ) y enfermo (Cy) particionan al
universo, igual que positivo y negativo. Y a su vez, los cuatro sucesos posibles VP, FP, VN, FN
también particionan al universo. Notar que si el suceso es VP su valor observado o medido es la
frecuencia (vp) usada en la Tabla 1.1, y lo mismo con los tres casos restantes.

FP=(C; N TP) VP=(C; N TP) FN=(C; n TN) VN=(C:NTN)

P (VP) = nimero de casos posibles / nimero total de casos = vp / N — es una probabilidad

P (C;)=TE/N =p esuna probabilidad llamada la prevalencia de la enfermedad.

Por lo tanto el cociente entre ambas probabilidades sera: Sensibilidad = vp / TP =P (VP) / P (C;)

De donde se deduce que la sensibilidad es un cociente de probabilidades. Andlogamente para la

especificidad E = vn / TS pues:

P(VN)=vn/N y P (C;)=TS/N esigual al complemento de la prevalencia; o sea que el co-
ciente entre ambas probabilidades sera la Especificidad = P (VN) / P (C»)

Puede verse que los indices clinicos principales S y E son en realidad un cociente de probabilida-

des, cuyo significado se explicard mejor en el capitulo siguiente. Lo mismo ocurre con los valo-

res predictivos. En efecto:

P(TP)=TP/N yporsulado P(TN)=TN/N

VPP=vp/TP=P (VP)/P (TP)=(vp/N)/(TP/N)=vp/ TP

VPN=vn/TN=P (VN)/P (TN)=(vn/N)/(TN/N)=vn/TN

Por su parte la Eficiencia (A) se puede obtener con la unidn de los dos tipos de éxitos:

P (n°deéxitos)=A=P(VP U VN)=P[W¥FP)+P (VN)=(vp/N)+ (vn/N)=(vp+vn)/N
En resumen, mientras que la prevalencia y eficiencia son probabilidades simples y direc-

tas, los indices tales como la sensibilidad, especificidad y valores predictivos son un cociente de
probabilidades directas.

S.4. Odds

Este concepto, que no tiene atin una traduccion del idioma inglés, se puede definir como
un cociente de probabilidades de la manera siguiente:

Odds: es el cociente entre la probabilidad de ocurrencia de un suceso A y la de su complemento.
Odds= P(4)/ P(A) = P(4)/[1-P(4) ]

Se pueden definir diferente tipos de Odds como los de Enfermos o Sanos con:
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Odds de enfermos = P(Enfermo )/ P(Sano)

Si se considera a la poblacion total, entonces la Prevalencia de la enfermedad es la cantidad de
enfermos que esta tiene y la relacion anterior se puede expresar con:

Odds de enfermos = Prevalencia / 1 - Prevalencia

Proporcion de enfermos: es la probabilidad de contraer la enfermedad (Prevalencia).
Se puede encontrar la relacion siguiente:

Prevalencia= P(E) = TE/N= TE/(TS + TE)= (TE/TS) / [l + (TE/ TS)]

Prevalencia = Odds /(1 + Odds )

Esto ya fue presentado en la Tabla 4.3 para el concepto de riesgo, pero ahora se lo explica desde
el punto de vista de las probabilidades para el caso particular de que el riesgo sea contraer una
enfermedad cualquiera. Para entender el significado clinico de estos conceptos se dan algunos
ejemplos como sigue:

Caso 1) Si la probabilidad de enfermarse (Prevalencia) es del 80%, entonces la probabilidad de
no enfermarse (1 — Prevalencia) sera del 20%. Por lo tanto, el Odds de enfermos es 4 a 1, lo que
significa que hay 4 chances entre 5 de enfermarse.

Caso 2) Si se sabe que el Odds de enfermedad es de 5 a 1, entonces la prevalencia (o riesgo) se
puede calcular comop=5/(1+5)=5/6=0,83

Caso 3) Si se tiene una sensibilidad del 60% y una especificidad del 80%, se pueden calcular sus
respectivos Odds con:

Odds de sensibilidad=S /(1 -S)=0,6/04= 1,5
Odds de especificidad=E /(1 -E)=0,8/0,2= 4

El producto de ambos Odds sera igual a 6. Por su parte, se pueden calcular los Likelihood ratios:

LR+=S/(1-E)=0,6/(1-0,8)=0,6/02=3
LR-=(1-S)/E=(1-0,6)/0,8=0,4/0,8=0,5

Entonces, el cociente de ambos Likelihood Ratios es igual al producto de los Odds de sensibili-
dad y Especificidad. En efecto,

LR+/LR-=S.E/[(1-S) (1 -E)]=0dds sensibilidad x Odds especificidad = 6 = Odds Ratio

A este indice se lo denomina Odds Ratio y se lo presento en el Capitulo 4, se lo puede entender
como un cociente entre el producto de los éxitos, dividido el producto de los fracasos.
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Caso 4) Si el suceso analizado es la cantidad de fallas cometidas en el diagnostico se tiene:
Odds de fallas = P (fracasos) / [1 — P(fracasos)] = P(fracasos) / P(éxitos)

Pero la P(fracasos) = (fn + fp) / Ny la P(éxitos) = (tn + tp) /N Luego reemplazando y simplifi-
cando en la relacion anterior se obtiene:

Odds de fallas = Failure Odds = (fp + fn) / (tp + tn)

Significa que si se tiene 1 falla en 10 pruebas el FO = 1/9, o bien cuando el FO = 2/8 entonces
habra 2 fallas cada 10 pruebas, o cada 8 éxitos. Se puede tomar a este nimero como otro indice
para calificar la calidad de un diagndstico.

5.5 Cuadro resumen de los indices clinicos

En el cuadro siguiente se muestra las relaciones tedricas de todos los indices clinicos con
los dos indices basicos: sensibilidad, especificidad. Ademas se clasifica entre aquellos que varian
con la prevalencia y los demas:

Cuadro 5.2 Relaciones entre indices clinicos de diagnostico

Indices clinicos bdsicos: Parametros o caracteristicas principales de un test clinico
Sensibilidad = S =vp/TE

Especificidad = E =vn /TS

Indices clinicos derivados: No dependen de la prevalencia, son otros parametros del test clinico.

indice de Youden =Y =S+E -1
Likelihood Ratio de positivos : LR+ =S /(1 —E)
Likelihood Ratio de negativos: LR- = (1 -S)/E

Indices clinicos extrinsecos: Dependen de la prevalencia, son variables del test clinico

Valor Predictivo de Positivos : VPP=vp/TP=S.p/ {[(1-p) (1 -E)]+[S .p ]}
Valor Predictivo de negativos: NPP=vn/TN = E (1 —p)/ {[E (1-p)] + [p (1 = S)]}
Eficiencia: A=(vp+vn)/N=E({1-p)+S.p

Efecto de la poblacion en los tests clinicos:
Prevalencia: p=TE/N

Odds de enfermedad: O=p/(1-p) =TE /TS
Odds / (1 + Odds) = Prevalencia ; o bien: p=0/ (1 + O)
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5.6 Problemas propuestos

1) La probabilidad tedrica es exactamente igual a la empirica.

2) A medida que aumenta N la probabilidad empirica se aproxima mejor a la teorica.
3) La nocion de probabilidad tiene 4 acepciones basicas.

4) El conjunto universo estd formado por todos los casos posibles.

5) El complemento del conjunto universo es el conjunto elemental.

6) El conjunto vacio tiene el cero como tnico elemento.

7) Un elemento pertenece a un conjunto es lo mismo que decir: estd incluido en €l.
8) Si A esta incluido en B, entonces son iguales.

9) Si A esta incluido en B, y este se incluye en C, entonces A esta incluido en C.
10) El complemento de A esta formado por los del universo que no son A.

11) La unién de un conjunto y su complemento forman al universo.

12) Dos conjuntos se dicen excluyentes si no tienen elementos comunes.

13) La unién del conjunto universo con otro cualquiera es un nuevo universo.

14) La interseccion de un conjunto con el vacio es el mismo conjunto.

15) La unién de un conjunto con el conjunto vacio es el conjunto elemental.

16) La interseccion de un conjunto con el universo es el mismo conjunto.

17) La unién de un conjunto con otro mas grande es igual al més grande.

18) Un grupo de conjuntos es colectivamente exhaustivo si es igual al universo.

19) Un grupo de conjuntos es mutuamente excluyente si lo son todos los pares posibles.

20) Una particion se forma con un grupo de conjuntos mutuamente excluyentes.

21) Las combinaciones son el cociente entre variaciones y permutaciones.

22) Escribir las formulas de calculo de combinaciones, variaciones y permutaciones.
23) Es lo mismo realizar extracciones con y sin reposicion en el calculo combinatorio.
24) Definir los sucesos: Universo, Vacio y Elemental.

25) Para que un conjunto de sucesos observables sea un Algebra de Boole debe cumplir

< <4< << << << <

SIS eSS B S TS S B S - M S IS B S I S S S B

b

26) Los tres axiomas bésicos del Algebra de Probabilidades SON: .............cooeeveueeeeeeeeeeereeean.

27) Las probabilidades del conjunto vacio y del universo son complementarias.

\Y%

F

28) La probabilidad de la union de sucesos excluyentes, es igual a la suma directa de: ................
29) Para la particion del universo por un grupo de conjuntos S€ TEqUICTE: .......ccveeereveerrureerveeerenenn
30) La relacion entre los indices clinicos esta dada por la relacion: ..........cccceeeeveeecieieciieeeieeeneen.

31) Once estudiantes de la Facultad son condenados a muerte y se les concede pedir un ultimo
deseo. Cuando el que aprobd Bioestadistica nota que tardan 5 minutos en formarlos contra la pa-
red, pide que los ejecuten luego de que los coloquen en el paredon de todas las formas posibles.

Explicar porqué salvé a sus compaifieros.

32) Una bolsa contiene 4 bolas blancas y 2 negras, otra contiene 3 blancas y 5 negras; si se extrae

una bola de cada bolsa. Hallar la probabilidad de que:
a) ambas sean blancas;
b) ambas sean negras;
¢) una blanca y la otra negra.

33) De cuantas formas pueden ordenarse 7 libros en un estante si:
a) es posible cualquier ordenacion;
b) tres libros determinados deben estar juntos;
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¢) dos libros determinados deben estar en los extremos.

34) Una farmacia que hace reparto a domicilio tiene 4 cadetes con moto y llegan 3 pedidos a la
vez. ;De cuantas formas puede el encargado asignar la tarea a los cadetes?

35) Doce estudiantes deben rendir un examen parcial y el profesor tiene 4 temas diferentes para
interrogarlos. ;De cudntas formas diferentes puede hacerlo?

36) Cinco pacientes vienen a efectuarse cinco analisis diferentes al laboratorio de analisis clini-
cos. ;De cuantas maneras diferentes pueden colocarse en la fila de espera si se les da libertad pa-
ra hacerlo? Ver si cambian las cosas si se les da un numero por orden de arribo para ser atendidos
por el bioquimico.

37) (De cuantas maneras diferentes pueden sentarse en una fila 3 bioquimicos, 5 farmacéuticos y
4 enfermeros? Ver si cambia el resultado si se sientan en una mesa redonda.

38) Se tiene un mazo de 40 cartas espanolas y se pide calcular la probabilidad de que salga:
a)un as; b)una carta de oro; c¢) una figura; d) un niimero cualquiera; €) un dos o un tres.

39) En una farmacia hay 5.000 remedios distintos, 1.200 articulos medicinales y 600 productos
de perfumeria. Si se toma un item al azar calcular la probabilidad de que sea: a) un remedio; b)
un perfume; ¢) un articulo medicinal o un perfume.

40) Se fabrica una vacuna contra la gripe que falla en un 2% de los casos si la persona esta to-
mando antibidticos, en un 4% si esta haciendo un régimen adelgazante y en un 8% por otras cau-

sas diferentes. Si se analizan 5.000 casos: /cual sera el nimero total de curados?

41) Sopa de letras: buscar y marcar las palabras que se definen a continuacion:

B RNORALINACONHDOXAGUE SWOUMTRAZKX
A EINGRAGCIULNTAZTOLZEG GHZXBTFAUNAS
LERTICIENCIAXTXPARTTI CIONTILAWCNDO
OEANEUSTANDZPRTTZOUGLTEZWCOQXZROWAG
XT SCOYNASVLCXQI RFOITALOQUPYOMZXS
EMYTJUCHTMABCWANOTI SULCXE EMOBZPTLA
RPBQIVLUIYCAICNEUCERTFRESAXPLS SR
OORGDMHLIJNETIRVACIOLAXVNROETETETYT
J SOQELPNTIRBEHTI SRIIJUTAKKDPMVMSA
I T EMQCXLTWDV FQBY FIJLSHLIJAFTITIPZETIWV
OBSDSUNTIVERSOTNVACETCZXTITIET CTISNLS
ULTNOISREPSEDYQINCLUSTIONTRETSN
GEAZBNVUOI OGTIKRXCZAFGOTTH OTIJ OIKN
LLDELARTIPUDUMPAQI ZQWEUCMEU OGCATCAZX
AQIMWTEDBOTTIRCLACEIKRVIJ]ARMRAATILIAS
BDPERMUTACIONLEMALWDUS SIRTIAFNTFUDO
VQELFUCRWNNCARTNIWGOICICMUDTITT®P
TNSSUFTICIENTEANTYRSLLNVMATNTCXH
K I BWDADIULTIBISNES SNGHDANOSCARIOD
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1. Primer matematico en estudiar probabilidades. 2. Teorema de ..... relaciona probabilidades empiricas con las ted-
ricas. 3. Un grupo de conjuntos colectivamente exhaustivos y mutuamente excluyentes forman una .... del universo.

4. Una ... esta formada cuando dos conjuntos no tienen ningtn elemento en comin. 5. Lo inverso del punto
anterior, cuando un conjunto tiene todos los elementos de otro. 6. Suceso .... cuando no puede
ocurrir. 7. Lo contrario del anterior. 8. El conjunto que tiene todos los elementos posibles. 9. El
que no tiene ningn elemento. 10. Un conjunto es ... de otro cuando contiene a todos los elemen-
tos del universo que no pertenecen al primero. 11. Los tres ... basicos del Algebra de Probabili-
dades. 12. El principio de razon .... se agregé a la definicion cléasica de probabilidad. 13. Probabi-
lidad ... se calcula como cociente de frecuencia experimentales. 14. Una ... de n elementos se cal-
cula con el factorial de tal numero.

42) Conociendo los siguientes valores de Prevalencia de una enfermedad, calcular los correspon-
dientes Odds y la Probabilidad de estar sano:

Prevalencia Odds enfermos (1 — Prevalencia)

10

20

33

43

50

66

80

88

94

43) Para los valores de las Tablas 4.1 y 4.2 del capitulo anterior, calcular los correspondientes
LR+ y LR- para cada uno de los puntos de corte adoptados. ;Cuénto vale el Odds?

44) Encontrar la relacion entre el VP+ y LR+ reemplazando en las ecuaciones dadas en el punto
5.5.3 anterior. ;Qué¢ relacion se encuentra con los Odds de enfermedad?

45) Calcular todos los indices clinicos conociendo los datos de las tabla siguiente:

En Rea-
lidad Diagnostico
Esta D+ D- Total
Sano 45 98 143
Enfermo 105 102 207
Total 150 200 350

46) Con la tabla de datos obtenidas en un experimento hecho sobre 400 sujetos, se pide calcular
los indices clinicos y compararlos con los del ejemplo anterior. Explicar cual de los dos es el me-
jor de acuerdo a los tres Tipos de enfermedades posibles, efectuando una comparacion cualitativa
entre los mismos. Es decir una comparacion “a 0jo” sin tener la correspondiente validacion esta-
distica de estas conclusiones.
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Verdad Diagnostico
+ - Total
Sano 180 98 278
Enfermo 40 82 122
Total 220 180 400

47) Analizar la calidad de el test clinico desde un punto de vista dual, es decir teniendo en cuenta
Sensibilidad, Especificidad si es una enfermedad del Tipo II. Analizar que ocurre con el Delta
Predictor simulando 10 valores de prevalencia entre 0,1 y 0,9.

Verdad Diagnostico
+ - Total
Sano 100 250 350
Enfermo 400 250 650
Total 500 500 1000

48) Lo mismo que en el ejemplo anterior pero si se trata de una enfermedad del Tipo I

Verdad Diagnostico
+ - Total
Sano 90 350 440
Enfermo 310 50 360
Total 400 400 800

49) fdem anterior pero para una enfermedad del Tipo III

Verdad Diagnostico
+ - Total
Sano 40 460 500
Enfermo 360 40 400
Total 400 500 900

50) Conociendo la sensibilidad (90%) y la especificidad (75%) de una prueba clinica se pide cal-
cular todos los siguientes indices clinicos que conozca. Representar la variabilidad de ciertos in-
dices con la prevalencia, y la obtencion de sus valores para p = 0,4.
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Apéndice 1: Teoria de conjuntos

Se define como conjunto a una serie de objetos llamados elementos o entes. Como en Fi-
losofia, se entiende por ente a todo lo que es. Los elementos pueden ser reales o imaginarios,
tangibles o intangibles; mientras se pueda decir algo de ellos, son entes. Al caso contrario se lo
denomina la nada, o sea lo que no es. Como la nada no puede tener elementos, conviene asimilar
este concepto al denominado conjunto vacio que se denota con:

@ : esel conjunto que no tiene elementos

Si los pacientes se clasifican en (+) y (-), no puede haber ninguno que a la vez sea (+) y (-).
Su opuesto, o complemento, es el conjunto que incluye a todos los elementos posibles, al que se
llama conjunto universo denotado con:

£ : esel conjunto de todos los elementos posibles

Por ejemplo, todos los pacientes que concurren a hacerse atender por el clinico, configuran su
universo de pacientes o su poblacion de referencia.

Cualquier subconjunto del conjunto universo estara formado por una serie de elementos
pertenecientes al mismo. Este conjunto serd una parte del universo porque no puede definirse
fuera del mismo. Por ejemplo, el conjunto de pacientes sanos, el conjunto de enfermos, etc.
Normalmente, en biologia el universo sera la poblacion en estudio.

A : un conjunto formado por varios elementos e;

Hay dos casos extremos: cuando el suceso A esté formado por todos los elementos sera el univer-
s0, y cuando tenga un solo elemento sera el conjunto unitario o elemental. Se pueden usar como
ejemplos de conjuntos a los casos siguientes:

A: { centrifuga, jeringa, pipeta, balanza } = { ej, €2, €3, €4 }
B: { sangre, suero, kit de glucosa, remedio } = { es,es,¢€7,€3 }
C: { bioquimico, farmacéutico, paciente } = { 9, €10, €11 }

Donde con el simbolo €; se ha denotado a cada uno de los diferentes elementos usados como
ejemplos. A partir de alli se pueden definir una serie de relaciones entre los conjuntos y sus ele-
mentos, como la pertenencia:

Se dice que un elemento pertenece a un conjunto cualquiera cuando estd en el mismo, en
caso contrario se dice que no pertenece al mismo. Se los expresa con:

e;s € A pertenece
e ¢ A no pertenece (con ep3: heladera)

Esta idea es algo diferente a la de inclusion que se utiliza para relaciones entre conjuntos. Por
ejemplo: sea el conjunto K: { pipeta, balanza } = { e;, e4 }, K estd incluido en A, pues fodos sus
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elementos pertenecen también a 4. En cambio, el conjunto L:{ es, €5, €7, €23 } = { pipeta, sangre,
kit de glucosa, heladera }no lo esta:

K c A4 (K estaincluidoen A)
o bien,
L A (L no esta incluidoen A )

El concepto de inclusion, significa que K es un subconjunto de 4. En cambio, si algunos o todos
los elementos de uno no pertenecen al otro, entonces no se trata de un subconjunto y no se puede

hablar de inclusion. Para el caso particular donde ambos tienen los mismos elementos, la inclu-
sion se transforma en igualdad. Asi, dos conjuntos son iguales cuando:

A=X & X:{e Vi/eeAd}
0 sea: A = X { centrifuga, jeringa, pipeta, balanza } = { e, e, €3, €4 }

La union de dos conjuntos es otro conjunto formado por los elementos de ambos. O sea:
B uC: {ei Vi/ eee B o ¢¢€ C}={65,66,67,68,69,610,611}

La interseccion de dos conjuntos es otro conjunto formado por todos los elementos comunes a
ambos, y se denota con:

B nNnL : {ei‘v’i/eieB Y eieL}={es,e7}

El complemento de un conjunto A cualquiera es otro conjunto: A formado por los elementos del
universo, que no pertenecen a 4. O sea:

A:{eVi/ececp y ced)

Si para los ejemplos anteriores se define un universo formado por cien elementos, tal como
o: {eiVi=1,2,3,..,100 }, entonces el complemento del conjunto A sera:

A 1{65966,67,~-~,€99,6100}

Se dice que el conjunto BV L es el complemento relativo del conjunto L cuando esta formado
por todos los elementos de B que no pertenecen a L . Esto es:

BVL=BANL:{eVi/leecB Yy egL)= {eses!
0 viceversa:

LVB

Lr\_B:{ei‘v’i/eieL y eiéB} = {63,623}

Se dice que dos conjuntos son excluyentes cuando no tienen ninglin elemento en comun. A veces
se los llama disjuntos. Esto significa que la interseccion de ambos conjuntos no tiene elementos.
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O sea, debe ser igual al conjunto vacio. Por eso el concepto de exclusion no necesita un simbolo
especial como los anteriores. Se define con:

Si A4 n C = ,entonces son excluyentes o disjuntos.
También se pueden ilustrar estos conceptos con la Tabla de la Verdad vista en el capitulo anterior
El conjunto de pacientes enfermos se expresa con TE y tiene una cantidad de elementos confor-
mado por todos los individuos enfermos (TE) que concurrieron al laboratorio, donde se verifico

que padecian una cierta enfermedad. Andlogamente con los sanos, entonces:

TE N TS

& (no hay ninguno que a la vez sea sano y enfermo.
TE o TS = g (todos los casos posibles, el universo)
Ademas se puede hacer lo mismo con el conjunto de los diagnosticados positivos (TP) y los ne-

gativos (TN), entonces queda:

TP N TN

& (no hay ninguno que a la vez sea sano y enfermo).

TP U TN § (todos los casos posibles, el universo).
Los complementos serian:

TS=TE obien TE = TS y para el diagndstico TP=TN obien TN=TP

Para una mejor visualizacidon de los conceptos de la teoria de conjuntos, conviene utilizar un mo-
do grafico al mostrar sus relaciones mutuas:

Grafico AS.1: Diagramas de Venn en la teoria de conjuntos

Kc A (inclusion) B U C (union)

2 £ B

o0

/I (complemento) B N L (interseccion )

[ 2 [ 2 B
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A N C = O (exclusion) BV L =B N L (complemento relativo)

2 2 B
<D L

Los Diagramas de Venn suelen usarse para esta tarea. Con un rectdngulo se representa al
universo . Dentro del mismo se usan entornos cerrados de forma ligeramente ovalada para
mostrar a los conjuntos. Adecuados sombreados resaltan las relaciones que se quieren mostrar.
Todo esto se muestra en el Grafico 5.1 siguiente, donde se han representado las relaciones vistas
mas arriba entre los conjuntos definidos como A4, B, C, K y L para los conceptos de inclusion,
union, interseccion, complemento comun y relativo y para la exclusion.

Propiedades

El siguiente conjunto de propiedades se puede deducir de las definiciones vistas mas arri-
ba; aqui se generaliza para no repetir las mismas propiedades en cada una de las relaciones entre
conjuntos descriptas.

Propiedad transitiva: Si Kc Ay Ac g entonces Kc g
Propiedad conmutativa: B "L=L nB obien BuC =C UB
Propiedad asociativa: A O (BUC) =(AUB)UC obien AN(BNL)y=(ANL)NB
Propiedad distributiva: A " (BUC) = (ANB) U ANC)
Au BNnC)= AUB) N (AUC)
Idempotencia: B N B =B y también A uAd =4

A

Identidad: AV p =g y también A v

%)

AN g =A ytambiéen A4 N <&

Por ejemplo, la unién de tres sucesos A (formado por 5 bolillas numeradas de 0 a 4) y B (forma-
dos por otras 3 bolillas numeradas de 5 a 7), y C (formado por 2 bolillas la 8 y la 9), va a resultar
igual al conjunto de las diez bolillas que conforman un bolillero comtn. Es lo mismo unir 4 con
B primero, y luego unir C, que cualquier otra manera de unir a esos tres conjuntos, el resultado
siempre seré¢ el mismo y eso ilustra la propiedad transitiva. Andlogamente para el caso de dos
conjuntos en lugar de tres. La idempotencia significa que todos conjunto unido a si mismo, da el
conjunto original, al igual que su interseccion. La identidad significa que todos conjunto unido
con el universo resulta el universo, mientras que si se hace la interseccion el resultado es el mis-
mo conjunto.
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Ejemplos de aplicacion

1) Decidir si los siguientes conjuntos son vacios:

a)X:{xV x*=36 y2x=8} =@ porque no hay ningin x que satisfaga ambas relaciones.
b) X: {xV x#x} =@ porque no hay ningin x que cumpla el requisito.

c) X:{xV x+23=23}# @ porque cero la satisface. O sea, X=[0]

2) Siun conjunto A de pacientes resulto positivo, y entre ellos un conjunto K estaba enfermo
y el resto L estaba sano: ; Como se pueden usar las propiedades anteriores ? Lo mismo si se
tiene un conjunto de pacientes B con resultado negativo y de entre ellos hay otro conjunto X
que estaban sanos y otro Y que estaban enfermos.

Hallar el conjunto de sanos y el de enfermos,si:- 4 U B = @

3) Los 4 conjuntos de figuras en el plano son:

A : {xV xesun cuadrilatero} C: {xV xesunrombo}
B: {xV xesunrectangulo} D : {xV xesun cuadrado}
Determinar cudles son subconjuntos de los otros.

Un cuadrado es un rectangulo por tener sus angulos rectos, es un rombo por tener sus 4 lados
iguales y ademas es un cuadrilatero por tener cuatro lados. Estoes: DcB; DcC; DcC A
Como hay cuadrilateros, rectangulos y rombos que no son cuadrados, D es un subconjunto pro-
pio de los otros tres.

Por su parte, como un rombo y un rectangulo son casos particulares de cuadrilateros resulta: B
Ay CcA

4) Determinar cuales de los siguientes conjuntos son iguales: & ; {J} ; {0} :

Ninguno. El conjunto {0} tiene un elemento: el numero cero. El conjunto {J} tiene un elemen-
to: el conjunto vacio. Y el conjunto vacio &: no tiene ningiin elemento.

5) Determinar cual es la principal diferencia entre los conjuntos siguientes:

A: Los dias del afo. C: Los bioquimicos argentinos.
B: La cantidad de farmacias en Posadas. D: El conjunto de los numeros reales.

La principal diferencia es que el tltimo es un conjunto de tamafio infinito, mientras que los tres
primeros son finitos.

6) Determinar los cuatro conjuntos posibles al diagnosticar a muchos pacientes con la misma
técnica clinica:

Son cuatro: vp es el conjunto de los verdaderos positivos, va es el conjunto de los verdaderos ne-
gativos, fp los falsos positivos y fi los falsos negativos.
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Apéndice 2: Calculo combinatorio

Antes de entrar al campo algebraico conviene repasar los conceptos del calculo combina-
torio, necesarios para calcular el nimero de casos en los problemas de probabilidad.

. Conteos ordenados: si un suceso puede ocurrir de » maneras diferentes, y si, continuando el
proceso, otro puede ocurrir de s maneras distintas, y luego un tercer evento de ¢ formas, y asi su-
cesivamente, entonces existiran N maneras de realizar todos los sucesos en el orden indicado.

N=r.s.t...

Por ejemplo, para calcular la cantidad de Codigos Postales del pais, que tiene cuatro cifras, donde
la primera no puede ser cero. Entonces, en el primer puesto habra 9 casos posibles (los nimeros
de 1 a9), en el segundo, tercer y cuarto puesto habra 10 casos posibles (los numeros de 0 a 9),
por lo tanto resulta N = 9.10.10. 10 = 9000 cédigos posibles en total.

. Variaciones: si se tienen n objetos diferentes en un conjunto, y de ellos se extraen 7, se llama
variacion de n objetos tomados de a r al nimero de maneras diferentes que hay de hacerlo en
forma ordenada.

Vn,r)= n'/(nr)

Por ejemplo, se tienen n = 4 objetos diferentes a, b, c y d. Tomado de a uno ( » =1 ), resultan 4
casos posibles a b ¢ d; V (4,1)=4!/(4-1)! =4. En cambio, si se toman de a dos, entonces es
r=2yloscasosson: ab ac ad ba bc bd ca cb cd da db dc, o sea, 12 casos diferentes
en total; V (4,2) =4!/(4-2)! = 12. Para las variaciones, no es lo mismo el subconjunto “ab”
que el “ba” pues interesa el orden. Ademas, como son extracciones sin reposicion, no se pueden
repetir los objetos, es decir el caso “aa” es imposible. Todo ocurre como si se colocara la mano
en una “bolsa” de n objetos, y se sacan r de ellos,“de a uno y por orden”.

Otro ejemplo: una secretaria debe distribuir a 5 pacientes en 3 salas de atencion diferentes con
turnos disponibles; entonces dispone de V (5,3) = 5!/(5-3)! = 20 variaciones diferentes.

.Permutaciones: si se tienen n objetos diferentes, se llama permutacion al nimero de formas di-
ferentes que hay de ordenarlos entre si. Este concepto es equivalente al de una variacion, pero
con r =n. O sea,

Pn=V(n,n)= n!

Como ejemplo, se puede imaginar a un bioquimico que debe realizar 3 determinaciones a, by ¢
en una muestra de un paciente. Las posibilidades son P; = 3! = 6. Que se pueden visualizar con
abc acb bac bca cab cba.

.Combinaciones. si se tienen n objetos diferentes en un conjunto, y de ellos se extraen » a la
vez, se llama combinacion de n objetos tomados de a r, al numero total de maneras posibles que

hay de hacerlo (sin tomar en cuenta el orden).

C(n,r)=n'/(nr).r!
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La relacidn entre variaciones, permutaciones y combinaciones es:
C(n,r)=Vn,r)/rt =V@m,r)/Pr

Por ejemplo, un visitador médico de un laboratorio farmacéutico concurre a un sanatorio a entre-
vistar a 5 médicos, pero dispone de tiempo para solo 3 de ellos, entonces tiene 10 maneras distin-
tas de hacerlo: 10= C (5, 3)=5!/(5-3)! .3! =0 sea hay 10 combinaciones posibles. Se trata de
combinaciones pues no interesa el orden de las visitas.

Otro ejemplo: un bioquimico quiere comprar 5 kits diferentes, pero solo le alcanza el dinero para
3 de ellos. Entonces, tiene 10 combinaciones posibles para hacer su compra. Vuelve a su labora-
torio con los tres que pudo adquirir, y ahora se pregunta en qué orden los utilizara; resulta que
puede hacerlo de 6 formas diferentes o permutaciones posibles. Finalmente, decide entregar uno
a cada uno de sus dos ayudantes y guardar el tercero. Asi, tiene 3 variaciones posibles de como
poder hacerlo.

. Propiedades de la combinatoria:
C(n,0)=1=C(n,n)=n!/0'n!=n!/n!
C(n,I)=n=C(n,n-1)=n!/1!(n-1)!=n!/(n-1)!
C(n,r)=C(n,nr)=n!/r!(nr)!

Las combinaciones de 10 productos tomados de a 1 son 10; lo mismo que si son tomados
de a 9. A su vez, si se toman de a 10 no hay ninguna, lo que es lo mismo que si no se toma nin-
guno. Pero si se toman de a 2 entonces hay: 10! / 8! 2! =45 combinaciones posibles.

Permutaciones con repeticion.: puede ocurrir que muchos objetos se repitan en el conjunto total,
entonces, el nimero de permutaciones se calcula con :

PR(n/s,t,u..z) = n!/st.t!. ul.. z!

Por ejemplo, si se tienen 10 clientes en una farmacia de los cuales 8 son hombres y 2 son muje-
res, el numero de permutaciones posibles es PR = 10! / 8! . 2! = 45. Eso significa que hay 45
maneras de formar dos grupos ordenados en la cola de espera, uno de a 8 y el otro de 2.

. Pruebas repetidas: en muchos casos, el experimento consiste en escoger un elemento cualquie-
ra de un conjunto de tamafio n, y repetir esto  veces. En el caso de los juegos de azar, el ejemplo
mas comun es cuando se extraen cartas de un mazo, o en un sorteo cuando se sacan bolillas del
bolillero. El detalle a tener muy en cuenta en estos casos es ver si se reponen o no los elementos
escogidos del conjunto. De acuerdo con ello se diferencian asi:

.. Pruebas con substitucion: cuando se repone el objeto escogido antes de seguir con la extrac-
cion siguiente. En tal caso, cada vez que se escoge un elemento hay siempre un total de n ele-

mentos. Asi, el conteo de casos es :

n.n.n...n = n
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Por ejemplo, en un mazo de barajas espafiolas de 40 cartas se pueden sacar 3 de ellas en forma
sucesiva una cantidad 40 . 40 . 40 = 64.000 maneras diferentes, si se hace con reposicion.

.. Pruebas sin substitucion: cuando no se repone el objeto extraido, antes de seguir con la si-
guiente extraccion. En tal caso, cada vez que se escoge un elemento, el total de » elementos dis-
minuye en una unidad. Asi, el conteo para » casos es:

n.m-1).m-2)...nr+l1) = n!/(m-r)! =V(n,r)

Por ejemplo, de un mazo de barajas espaiiolas de 40 cartas se sacan 3 de ellas en forma sucesiva
y hay un nimero de: 40 . 39 . 38 = 59.280 maneras diferentes de hacerlo, cuando no hay reposi-
cion. Un bioquimico toma 2 carpetas de su fichero de 150 pacientes, entonces tiene unas 22.350
formas diferentes de hacerlo. Un farmacéutico saca 2 calmantes de su stock de 10 para mostrarle
al cliente, entonces tiene 90 maneras distintas de hacerlo.

.Producto cartesiano: sean dos conjuntos 4 y B cuyos respectivos elementos son Ai y Bi; se de-
nomina producto cartesiano a un nuevo conjunto formado con todos los pares posibles AiBi

C =A4AxB
Por ejemplo, si A4 (calmante, laxante, antibidtico) y B (agua, sangre) el producto cartesiano de

ambos sera C (calmante-agua, calmante-sangre, laxante-agua, laxante-sangre, antibidtico-agua,
antibiotico-sangre).



